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Aufgabe 14. (4 Punkte) Sei p eine Primzahl und G eine Gruppe der Ordnung p®m, mit
p1m. Sei P eine p-Sylowuntergruppe von G. Zeigen Sie:
a) Sei U < G. Dann sind die folgenden drei Aussagen dquivalent:
1) U ist eine p-Gruppe.
2) Fiir alle u € U ist o(u) eine Potenz von p.
3) Fiir alle u € U ist u?" = 1.

b) Wenn U < G eine p-Gruppe ist, die P normalisiert, dann ist U < P.

Hinweis zu b): Zeigen Sie zunéchst, dass UP eine p-Sylowuntergruppe ist, z. B. mit dem Ho-
momorphiesatz.

Aufgabe 15. (4 Punkte) Bestimmen Sie die Konjugiertenklassen von Elementen und Unter-
gruppen in S3. Bestimmen sie fiir jeweils einen Représentanten jeder Konjugiertenklasse den
zugehorigen Stabilisator (also Zentralisatoren und Normalisatoren).

Aufgabe 16. (6 Punkte) Sei G eine endliche Gruppe.

a) Zeigen Sie, dass konjugierte Elemente von G auch konjugierte Zentralisatoren haben.

b) Seien gy, ..., g, Repriasentanten jeder Konjugiertenklasse in G, und ¢y, ..., ¢, die Ordnun-
gen der Zentralisatoren dieser Elemente. Zeigen Sie, dass é + -+ é =1 gilt.

c¢) Bestimmen Sie (bis auf [somorphie) alle Gruppen mit hochstens drei Konjugiertenklassen.

Aufgabe 17. (6 Punkte) Zeigen Sie:

a) Sei F' eine freie Gruppe und 7 : F — H ein Homomorphismus und ¢ : G — H ein
Epimorphismus. Dann gibt es einen Homomorphismus « : F' — G mit ap = 7.

b) Sei G eine Gruppe, N <G und G/N frei. Dann existiert zu N ein Komplement in G, d.h.
es existiert U < G mit G = NU und NNU = {1}.

Hinweis zu b): Benutzen Sie a).



